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A numerical method using the path independent H-integral based on the Betti reciprocal 

principle was developed to analyze the stress intensity factors of an interfacial corner between 
anisotropic bimaterials under thermal stress. According to the theory of linear elasticity, asymptotic 

stress near the tip of a sharp interfacial corner is generally singular as a result of a mismatch of 

elastic constants. The singular order and the eigenfunctions are obtained using the Williams 

eigenfunction method, which depends on material properties and the geometry of an interfacial 

corner. The singular order is real, complex or power-logarithmic. The amplitudes of the singular 

stress terms can be calculated using the H-integral. The stress and displacement around an inter-

facial corner for the H-integral are obtained by the finite element analysis. A new definition of the 

stress intensity factors of an interfacial corner that is proposed involves a smooth expansion of the 

stress intensity factors of an interfacial crack between dissimilar materials. Asymptotic solutions of 

stress and displacement around an interfacial corner are uniquely obtained using these stress inten-

sity factors.
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1.　緒 言

近年 の電子デバイ スの高密度化,小 型化やMEMS

などの開発では,多 種多様 な材料 が積層 され,そ の界

面か らの破壊 が問題 となっている.弾 性係数の異 なる

材料 の接合端部 は応力特異点 とな り,破 壊の起点とな

る.ま た,線 膨張係数の違いによる熱応力が破壊の原

因 となっている.さ らに,電 子デバイスやMEMSな

どの微小構 造物 に使 用 され る材料 には異方性材料が多

い.こ の様な理 由に より,熱 応力下の異方性異種材界

面端部の破壊強度評価手法の確 立が望まれている.

界面端 部の特異応力場 を解 析す る既往の研究 として,

Williams(1)は 固有値展開手法を発展 させ,Hwu(2)は

Stroh formalism(3)を用 いて異方 性異種材界面端部の特

異性 固有値 を求める手法 を確 立 した.ま た,応 力拡大

係数 を求めるためにCarpenter(1), Sinclairら(4), Babuska

ら(5)に よって,H-integralが 等方 性均質体中の端部問

題 に適 用 され,Banks-sillsら(6,7)に よって等方 性異

種材端部問題 熱応力問題へ拡張 された.さ らに この

方法は,Labossiereら(8)やHwuら(9)に よって異方性異

種材接合端部 に適用 された.し か し,熱 応力下で異方

性異種材界面端部に適用で きる手法はまだ存在 してい

ない.

そ こで本研 究では,williamsの 固有値展開法(1),

Hwuら(2)に よって確立 された異方 性異種材界面端部

の特異 性固有値 とH-integralを 拡張 して,熱 応 力下で

の異方 性異種 材界面端部の特異応力場の解析手法を開

発 した.ま た,均 質体 中のき裂,異 種材界面き裂にも

適用可能なよ り一般 的な応 力拡大係数の定義を提案す

る.こ の定義は変形モー ドに対応す るこ とか ら直感的

に捉えやす く,3つ のモー ドの応力拡大係数で接合端

部近傍の応力 ・変位場 の漸近解 を表現できる.こ の定

義 を用いてさま ざまな異方性異種材界面端部の特異応

力場を評価 した.以 下にその内容を報告する.
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38 熱応力下の異方性異種材界面接合端部の特異応力場解析

2.　解析理論

2・1　 特異性 応力場 異種材界面端部の形 状を

図1に 示す.端 部の特異点を原点 として,特 異点か ら

の距離をγ,界面に対す る角度 を θとすると,Williams

の固有値展開法 より端部近傍 の応力 ・変位場は次式の

ように示すことができる(7,8).

(1)

ここで,Cm(m=I,II,III)は 応力集 中の大き さを示すス

カ ラーで,H-integralに よ り求 めるこ とがで きる.λ

は特異 性固有値,fijmMとgimM(M=Material Aor B)は

固有関数であ り,材 料定数 と端部形状 α,β か ら決定

さ礼 機械負荷や熱負荷には影響 されない また,σMij0

とuMi0は 定常項 であ り,温 度分布が存在する場合は無

視できない.Banks-Sillsら(7)やMunz(10)に よって定

常項の解法について論 じられてい るが,本 手法は応力

拡大係数 を求めることが 目的であるので,そ の解 を得

る必要はなく言及 しない.

2・2　 特異性 固有 値 異方性異種材界面端部の

特異 性固有値 λを求 める手法はHwu(2)に よってStroh

formalism(3)を用いて求 められている.式(2)1は 自由

表面 と界面での境界条件をマ トリックス形式でま とめ

たもので,q*が 自明解を持た ないた めには式(2)2

が必要 とな り,式(2)2を 解 くことで,λ を求めるこ

とができる.Eは6×6の マ トリックスであ り,式(3)

のように示す ことができ,E3は3×3の サブマ トリッ

クスである.α,β は図1に 示す角度である.

(2)

(3)

NλM(M=A,B)は6×6の マ トリ ックスで あ り,式(4)

と(5)の よ うに示 す こ とが き る.A,BはStrohの 固

有 ベ ク トル か らな るマ トリ ックス で,pjはStrohの 固

有 値 で あ る.()は 共 役 を,<>はj=1,2,3の 対 角 成分

を持つ マ トリ ック スを示 す.

(4)

(5)

式(2)か ら得 られ るλの値 は無 限に存在す る.し か

し端部は特異点が存在 し,端 部近傍 での応力場 は特異

項が支配的 になるので,Re(λ-1)<0と なる項のみ を

考える.ま た変位 は特異点でも有限な値 を持つ ことか

らRe(λ)>0と なる.こ れ らのことか ら,考 慮すべ き

特異 性固有値 の範囲は0<Re(λ)<1と なる.本 手法

では特異 性固有値 を以下の6通 りの組み合わせに場合

分けして取 り扱 う.

(A)実 数の値が3つ

0<λIく λII<λIII<1

(B)実 数の値が2つ

0<λ1<λII<1

(C)実 数の値が1つ(3重 解)

λ1=λII=λIII=0.5

(D)実 数の値が1つ,共 役な複素数値が2つ

λI=λ+iε,λII=λ-iε,λIII=λ'(λ≦λ')

λ1=λ',λII=λ+iε,λIII=λ-iε(λ'<λ)

(E)共 役な複素数値が2つ

λ1=λ+iε,λII=λ-iε

(F)対 数 指数の特異固有値

特異固有値が実数値 のみ存在す る領域 と複素数が存在

する領域の境界に現れ る(11).し か し,異 な る理論展

開が必要であ り,多 くの場合は(A-E)で あるた め,本

手法では考慮 していない.

特異性固有値に対応す る固有 関数 は式(6)に 示す

関係か ら得 られ る.gMはgiMに 対応するベク トルであ

り,FMは 応力関数 の固有関数で式(7)の ような関係

があり,fijmMと対応 しているベク トルである.

(6)

(7)

Fig. 1 Geometry of an interfacial corner.
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熱応力下の異方性異種材界面接合端部の特異応力場解析 39

ただ し,特異性 固有値が重解または3重 解の場合には,

対応する固有ベ ク トルq*は 重解の場合は2つ,3重

解の場合は3つ 考慮す る必要がある.

2・3　 H-integral Bettiの相反定理 を図2の 異種

材界面端部の熱応 力問題に適用す ることで,H-integral

を導 く(8,9). Bettiの相反定理 を式(8)に 示す.

(8)

ここで,σijとuiは 実際の応力と変位,Siは 物体力,nj

は反時計回 りの積分経路 Γに対す る単位法線ベ ク トル,

ΩはΓの囲む平面 σij*, ui*とSi*は補助場の応力,変

位 と物体力 を示す.こ こで,補 助場 とは図2の 自由表

面 と接合部での平衡条件満たす任意の応力.変 位場を

示す.式(8)は 熱 弾性 問題へは直接適用で きない.

そ こで,図3(a)の 温度分布の存在す る応力場を,

図3(b)の よ うな温度分布の存在 しない等価な応 力

場に置き換える(7,10).図3(b)の 成分は式(9) (10)

に示す.Tiは 引張力を,〓 は温度分布を,Cijksは 弾性

係数 を,αKsは 線膨張係数を示す.

(9)

(10)

(a) (b)

図3を 適用することで,熱 弾性問題 でBettiの 相反定

理は式(11)の よ うに示 され る.式(9)を 代入す る

と,式(12)の ように導 くこ とができる.た だ し,物

体力はSi=0,補 助応力場は温度分布が存在 しない も

の として,〓*=0と す る.

(11)

(12)

ここで式(12)の 応力,変 位 は熱応力問題 の解である.

次に,式(12)の 右辺第2項 にStokesの 定理 を用い

て面積分に変換す ると,次 式のよ うに示すことができ

る.

(13)

ここでStroh formalismで 用い られる平面ひずみ近似は

ε33=0と し,変 位はx,yに のみ依存すると仮定するの

で,ひ ずみ 変位関係式は式(14)を 用いている.

(14)

左辺の積分経路 Γを図2の4つ の経路 に分割する.Γ

=Γ1+Γ2+Γ3+Γ4と す ると,経 路2と4は 自由表面な

ので積分値は0と なる.ま た,経 路1の 積分半径 をr,

経路4の 半径を εとす ると,式(13)は 次式のように

なる.

(15)

補助場の応 力 と変位 とひずみはwilliamsの 固有値展

開式 よりλ*=-λ も平衡条件 を満たす ので,式(16)

を用いる.

(16)

内側 の積分半径 を限 りなく小 さくとると,つ ま りε→0

とすることで,式(15)の 左辺は一定値 となる.左 辺 を

Hと す ることで,熱 応力問題 のH-integralは 次式のよ

うに定義 され る.

Fig. 2 Configuration of Betti reciprocal principle counter.

Fig. 3 Body force analogy: (a)the original bod) 

(b)the analogous body.
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(17)

本手法では積分経路 を円形 にとってい るが,ど のよ う

な経路で も可能で経路独立性は保 たれている.こ のと

き,右 辺の実応力 と変位 はFEMの 結果を用い る.ま

た,Cm*を 式(18)の ように与えるとH=Cmと な る.

(18)

式(17)と(18)を 用 いて,3通 りの積分をす ること

でCI, CII, CIIIを求 め る ことがで き る.

式(14)の 平面 ひずみ 近似 の も とで,固 有 関数hijmM*

は変位 の固 有 関数gimM*を 微 分す る こ とで 式(19)の よ う

に得 られ る.

(19)

また,式(15)の 面積分は特異点を含むため,こ のま

までは安定 した数値積 分は行 えない.そ こで,積 分経

路が円形 の場合には,dΩ=rdrdθ となることを利用

して,半 径方 向には解析的に積分計算 を行 う.そ の結

果,H-integralは 式(20)の よ うにな り,精 度の良い

数値解析を行 うことが可能 となった.

(20)

2・4　 応 力拡大係数 の定 義 現在,異 種材 接合

端部の 強度を言平価 す るクライテ リオ ンは統一 されてい

ない.H-integralよ り求められ る係数Cm(k=I,II,III)は,

破壊力学 における変形モー ドとは全 く関係が無 いため,

応力拡大係数 として用いるには不適切 と考 えられ る.

そ こで,均 質体中き裂 と異種材界面 き裂 の定義 と互換

性のある応力拡大係数の定義 として次式 を提案 ずる.

(21)

(22)

ここでFは 式(6)で 与えられ,λ1は 実部が最も小 さ

な特異性固有値,lkは 代表長 さ,<>はm=I,II,IIIの 対

角成分 を持つマ トリックスを示す.き 裂で定義 されて

いる変形モー ドと対応 してお り,端 部近傍 の応力 と変

位 の漸近解を再現できる.た だ し,2章2節 で場合分

けした(B)と(E)で は特異性 固有値 が2つ の場合

で は,便 宜的 にFIII(0)=[0 0 1]T,λIII=1と置 く必要

がある.式(21)を 展開すると式(23)の ようになる.

(23)

また,界 面上の応力 は次式のようになる.

(24)

これ よ り,定 義 した応力拡大係数は,異 種材接合界面

端部近傍の応力成分のモー ドを定量的に表現 できてい

るこ とがわかる.異 種材界面き裂の場 合には,特 異 性

固有値は0.5±iε,0.5の3つ となり,こ のとき式(21)

はHwuに よって提案 された応力拡大係数の式(25)

になる(10).

(25)

ここで,εm(m=1,2,3)は,異 方 性異種材界面き裂 のバ

イマテ リアル係数で ある.均 質体 中のき裂では特異性

固有値 は0.5に な り,こ のとき式(21)は 式(26)の

よ うになる.

(26)

3.　数値解析結果

3・1　 特 異性 固有 値例 等方 性均質体端部 と異

方 性異種材界面端部 の角度 を様々に変 えた場合 の特異

性固有値 を式(2)よ り求めた.等 方性均質体の特異性

固有値は材料 定数 に依 らず,γ(=α+β)の 値 を変

えた時の結果を図4に 示す.こ の結果はHwuに よっ

て得 られた結果(2)と一致 してい る.ま た,異 方性材

料の組み合 わせ として直交異方 性材料のAragoniteと

単斜晶材料のGSOを 用いた.そ れぞれの材料定数を
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表1に 示す(13,14).Aragoniteの 角度 αは180° に固定

したまま,GSOの 角度 βを変えた結果を図5に 示す.

この結果は弾 性定数 によって決定 され,線 膨張係数 に

は依存 していない.

図4に おいて180°<γ<257° の範囲では実数の特

異性固有値2つ で,2章2節 での(B)に あたる.

257°≦γ<360° では(A), γ=360° では(C)と

な り,均質体中のき裂問題に相当する.図5に おいて,

0°<β<70° では(B),70° ≦β<154° では(A),

β〓154°では(F)に あた り,特 異性固有値は重解 を

持ち対数一指数オー ダーの項 を考慮 しなけれ ばな らな

い.154°<β<180° では(D)と な り,実 部に重解 と

なる実線の値 を虚部 に破線 の値を持つ,共 役な複 素数

の特異性固有値になる.そ れに加 えて,重 解でない値

は実数 の特異 性固有値 とな る.β=180° は界面 き裂

問題 に相 当す る.こ れ らの例では(E)は 現れ てい な

いが,両 材料の角度が大 きく開いた場合に現れる.

3・2　 解析例1図6に 示す界面端部 を有する構

造の接合材に,-20℃ の等温冷却の温度 変化 を加 えた

場 合の応力拡大係数 を解析 した.材 料には特異性固有

値 の例で用いたAragoniteとGSOを 用い,そ の材料定

数は表1に 示す値 を用いた.界 面端部の形状 として,

Aragoniteの 角度 は α=180°, GSOの 角度 は β=

125.26°である.また,有限要素解析は8358節 点,2782

要素,最 小 メ ッシュサイ ズはm/a〓0.0001程 度 と し

て界面端部近傍の要素分割 を細か くし,式(14)の 一

般化平面ひずみ近似に従って行った.

特異性固有値の値は λI=0.501, λII=0.551, λIII=0.763

となった.ま た,積 分半径rを 様 々に変 えた場 合の応

力拡大係数の解 析結果 を表2に 示す.た だ し,代 表長

さlkは1μmと してお り,応 力拡大係数 は最 も特異 性

の強い固有値に関連 した次元を持つ.得 られた応力

Fig. 4 Singular order for the corner in an isotropic 

homogeneous material.

Fig. 5 Singular order for an interfacial corner between 

anisotropic bimaterials.

Table 1 Elastic stiffness (GPa) and CTE. (×10-6/℃)

Fig. 6 The interfacial corner between anisotropic 

bimaterials. (Uniform change of temperature, -20℃)
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拡大係数か ら式(24)を 用いて界面上の応力の漸近解

を計算 し,FEM結 果 と比較 したものを図7・8に 示す.

応力 の漸近解 は最 も平均的な値 である積分 半径r=

0.5mmで 得 られた応力拡大係数 を用いてお り,熱 に

よる定常項は非常に小さいと判断 し無視とした.σxy

とσyzに対 して σyyは大 きく異なる挙動 を示す ので,

図7に σxyとσyzを図8に σyyを分けて示す.

表2で 応力拡大係数はほぼ一定の値 をとってお り,

H-integralの経路独立性が保 たれていることがわか る.

積 分半径 は小 さくとりす ぎると,FEM結 果が特異点

の影響で乱れ るので応力拡大係数は正確に求 めるこ と

ができない.図7,8で 応力拡大係数よ り得た応力の

漸近解 とFEM結 果がほぼ一致 することか ら,応 力拡

大係数は正 しい値 であると考えられ る.図8に おいて,

σyyは他 の応力成分に比べて漸近解 との大きなずれが

生 じてい る.特 異点付近ではFEM解 析結果が乱れる

ことが原因 と考えられ,r>0.01mmに おけるずれは,

特異 性応力項が支配的でなくな り漸近解 は追従 しな く

なった と考 えられ る.そ れ以外 の部分では良 く一致 し

てお り,応力拡大係数は十分な精度があると判断 した.

3・3　 解析例2図9に 示 す界 面端部 を有 す

る構 造 の接 合 材 に,20℃ の等 温 冷 却 の 温度 変 化

を加 え,さ らに1MPaの 引 張 り荷重 を加 えた場合

の応 力 拡 大係 数 を解析 した.材 料 の組 合 わせ は

解 析例1と 同 じで,GSO側 の界 面端部 の形状 を

β=160° と した.特 異性 固有 値,ス カ ラ ー の係

数,応 力 拡 大係 数 の結 果 を表3に 示 す.固 有 関

数 はそ れ ぞれfI12(0)=1Re[fII22(0)]=1と い う基準 で

規 格 化 して い お り,固 有 関数 の規 格 化 基 準 が変

わ る と スカ ラー の係 数 の値 も変 わ るが,応 力 拡

大係数 は変 化 しな い.代 表長 さlkは 解 析例1と

同様 に1μmと して い る.ま た,応 力拡 大係数 か ら

式(24)を 用 い て得 た界 面 上 の応 力 の 漸 近解 と

FEM結 果 を比較 した もの を図10に 示 す.

Table 2 Stress intensity factors. (Fig.6)

Fig. 7 Stress distribution along the bimaterial interface.

(Fig.6 σｘy, σyz)

Fig. 8 Stress distribution along the bimaterial interface.

(Fig.6 σyy)

Fig. 9 The interfacial corner between anisotropic 

bimaterials.(Uniform tension and change of temperature)
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図10に おい て応力 の漸 近解 はFEM結 果 と一

致 してお り,応 力 拡大 係 数 は 正 しい値 で ある と

言 える.特 異項 のIIとIIIは 特異性 固有値,固 有

関数,ス カ ラー係 数 が互 い に 共役 な複 素 数 で あ

り,ス カ ラー係 数 を界 面 端 部 の ク ライ テ リオ ン

と して扱 いづ らく,図10の 応力 分布 か らわか る

変形 モ ー ドとの 対応 は ない.そ れ に対 し,今 回

提案す る応 力拡 大係数 は図10で の 開 口,面 内せ

ん 断,面 外 せ ん 断 の比 を表 してお り,直 感 的 に

理解 しや すい.

3・4　 解 析例3図11に 示 す接合 界面 に き

裂 を有 す る構 造材 に,+20℃ の等温 加熱 を加 えた

場 合 の応 力拡 大係 数 を解 析 した.材 料 定数 は表1

に示す 通 りで ある.図12にH-integralの 積分 半

径 を,さ ま ざま に変 えた 場合 に得 られ た応 力 拡

大係 数 を示す.rは 積 分 半径,mはFEMの 最小

メ ッシュサイ ズで,m=0.0001mmで あ る.応 力 拡

大係 数 の参 照解 と して,Nagaiら(15)に よ り得 ら

れ た 熱応 力 下 で の異 方性 異種 材 界 面 き裂 の応 力

拡 大係 数解 析 の手 法 に よ り得 られ た解 と比 較 し

てい る.

解 析結 果 は,特 異性 固有値 が λI=0.5+0.0366i,

λII=0.5-0.0366i,λIII=0.5と な り,図12の 応 力

拡 大係数 は代 表長 さを解 析例1と 同様 にlk=1μm

と して 計算 され た 結 果 で あ る.積 分 半径 は特 異

点 か らメ ッシ ュ4～5個 分 外 に とれ ば,精 度 の 高

い 結果 が得 られ て い る こ とが わ か る.積 分 半 径

が 非常 に 小 さい 場合,FEMの 結 果 が特 異 点の 影

響 で 正確 に求 ま つて お らず,そ の解 を利 用 して

得 られ る応 力 拡 大 係 数 の解 析 結 果 は精 度 が 低 下

す る と考 え られ る.ま た,本 手 法 は界 面 き裂 問

題 も解 析 で き,式(21)の 応 力 拡 大係 数 は界 面

き裂 で 定義 され た 式(25)を 含 む よ り一 般 的 な

定義 であ るこ とが確認 で きた.

Table 3 Eigenvalues, Scalar coefficients, 

Stress intensity factors. (Fig.9) lk=1μm

Fig. 10 Stress distribution along the bimaterial 

interface.

(Fig.9 σyy, σxy, σyz)

Fig. 11 The interfacial crack between anisotropic

bimaterials.(Uniform change of temperature, +20℃)

Fig. 12 Stress intensity factors calculated from different 

H-integral radii.
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4.　結 言

界 面 端 部 の 応 力 ・変位 場 を解 析 す る上 で重 要

なH-integralを 異方 性材料 の熱応力 問題 に拡 張 し,

異 方 性 異 種材 界 面 端 部 の 特異 応 力 場解 析 手 法 を

開発 した.ま た,界 面 端 部 の特 異 性応 力場 の 大

き さを示 す 指標 と して,新 しい応 力 拡 大係 数 の

定義 を提 案 した.均 質 体 中 の き裂,界 面 き裂 の

応 力 拡 大 係 数 の 定義 と互 換性 が あ り,変 形 モ ー

ドの比 を定 性 的 に捉 えて お り,応 力 の 漸近 解 を

得 る こ とが で き る.開 発 した手 法 を用 い て,異

方性 材 料 に よ り構 成 され る さま ざ まな 界 面端 部

形 状 で の応 力 拡 大係 数 を解 析 した.得 られ た応

力拡 大係数 よ り求 めた漸近 応力 場はFEMの 結果

と一致 してお り,特 異 応 力 場 を 十分 な精 度 で解

析で きてい る ことが確 認で きた.
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