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熱応力下の三次元異方性異種材界面 き裂の応力拡大係数解析*
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A new numerical method was presented for stress intensity factors (SIFs) analyses of a three-
dimensional interface crack between dissimilar anisotropic materials subjected to thermal stress. 
The M-integral method was applied to the thermoelastic interfacial crack in three-dimensional 
anisotropic bimaterials. The moving least square method was used to calculate the value of the M-
integral. The M-integral in conjunction with the moving least square method can calculate the SIFs 
from only nodal displacements obtained by the finite element analysis. We analyzed the SIFs of 

external circular interfacial cracks in jointed dissimilar anisotropic solids subjected to thermal load 
and showed the distributions of SIFs along the crack front. The distribution of stress and the crack 
opening displacement obtained by the asymptotic solution with the SIFs are compared with those 
obtained by the FEM with fine mesh. They are almost identical each other. 
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1.　緒 言

電子デ バイ スやMEMS(Mcro Electro Mechanical

Systems)な どの微 細構 造物で,複 合材料や単結 晶な

どの異方性を有す る材料が積層 され て使用 され るよう

になった背景か ら,異 方性異種材 間のはく離や破壊が

信頼性上の大きな問題 となっている.異 方性異種材界

面破壊力学は この ような接合物の破壊防止に大 きく寄

与す ることが期待できる.

異種材界面き裂の応力拡大係数は,異 種材界面き裂

の定量的評価をする上でエネルギー解放率やJ積 分 と

並んで重要な破壊力学パ ラメータである.Hwu(1)は,

Stroh Formalism(2)を用いて,異 方性異種材界面 き裂先

端近傍の変位 と応力の漸近解を明らかに し,異 方 性異

種材界面 き裂の応力拡大係数を定義 した.ま た,そ の

応力拡大係数 を求めるための数値解析手法 としては,

Qian and Sun(3)が,材料の対称面の一つが,図1に 示す

き裂周 りの座標系 における χ1-χ2面と平行 な直交異方

性材料間の異種材界面き裂の応力拡大係数を求める二

次元解析手法を提案 している.著 者 らは,既 報におい

て,Hwu(1)に よ り求め られた異方 性異種材 界面き裂先

端近傍の漸近解を利用 して,重 ね合わせの原理にJ積

分や 仮想 き裂進展法 を適用 した,Yau and Wang(4)や

Matos(5)らの方法 を用 いるこ とで,任 意 の異方 性材 料

間の異種材界面き裂の応力拡大係数 を求 める二次元解

析手法(6,7)および三次元解 析手法(8)を開発 した.

本研究では,上 記の三次元解析手法を,異 種材接合

界面で特に大 きな問題 となる熱応力問題に拡張 し,そ

の精度について検討 した.

2.　異方性異種材界面き裂の応力拡大係数

図1で 示 される異方性異種材界面き裂を考える.Hwuは

従来の均質体中のき裂 と互換 性のある異方 性異種材界面

き裂の応力拡大係数を,次のように定義 した(1).

(1)

(2)

ここで,rは き裂先端か らの距離,lkは 任意 の代表長

さで あ り,《 》は,α=1,2,3な る対角 成分 を もつ 対
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角マ トリックスであることを示す.ま た,λαは,次 式

の固有関係を満たす固有ベ ク トルである.

(3)

この式 の固有値 δαは,次 式 の よ うにな る(9).

(4)

(5)

ま た,M*は,次 の よ うな 二 つ の材 料 のBarnett-Lothe

テ ン ソルsj, Ljよ り得 られ る(10).

(6)

(7)

一方
,エ ネル ギー解放率Gと 応力拡大係数Kの 間に

は,次 のよ うな関係がある(1).

(8)

このとき,図1の χ1軸上でのき裂前方の応力 とき裂

開口変位 は,次 式の ようになる(1).

(9)

(10)

均質体 中のき裂の場合,モ ー ドII, I, IIIの応力場は

独立 してお り,図1に お けるき裂前方の χ1軸上の応

力比σ12/σ22, σ23/σ22は常にKII/KI, KIII/KIに一致す る.し

か しなが ら,異 方性異種材界面 き裂 の場合,一 般的に

これ らの応力場は連成 してお り,そ の比はき裂先端か

らの距離rに よって変化す る.た だし,二 つの材料の

対称面の一つが,そ れ ぞれ χ1-χ2面と平行 な場合は,

モー ドIIIが 独 立成 分 とな り,モ ー ドIIとIの みが連

成 す る.式(9)よ り,明 らか にσ12/σ22, σ23/σ22がKII/KI,

KIII/KIに一致 するの はr=lkの ときで あ る.す なわ ち,lk

を あ る値 に選 ぶ とい うこ とは,応 力 拡 大 係 数KII, KI

とKIIIにr=lkで の各応 力 の比 を代表 させ るこ とを意 味

す る.よ って,lKをl,kに 変化 させ た場 合,応 力拡 大係

数 の比 は次 式 に従 って変化 す る.

(11)

また,異 方性異種材界面き裂 の応力拡大係数を混合

モー ドの破壊靱性値 として利用す るためには,応 力拡

大係数が一意的にき裂先端の応力場を規定す る必要が

ある.こ のためには,lkが 同 じ値 のときの応力拡大係

数を用いるべ きである.本 研究では,こ れ までの等方

性異種材界面き裂の研究(11)を参考に して,便宜的にlk=

10μmと して計算 している.

3.　解析方法

3.1　 移動最小自乗法 本論文では,M積 分 を

計算す る際に必要 となる任意 の点でのひずみ ・応力値

を,有 限要素法解析結果の節点変位 よ り,移 動最小 自

乗法 を用いて近似す ることで得てい る.こ れにより,

入力データの大幅な削減 と,解 析の自動化を可能にして

いる.以下に,移動最小自乗法について簡単に説明する.

任意の点χでの変位uh(χ)を,pT(χ)={1,χ,y,z}を

基底関数 として近似的に次式のよ うに表す.

(12)

式(12)で,未 定係数a(χ)は,次 式で定義 される重み

付 き自乗和R(χ)を 最小 にす るよ うに決定 され る.

(13)

ここで,ulは,評 価点 χか ら定めた影響半径の領域内

に分布する節点の変位,w(χ-χI)は 点 χの近傍で定義

され る重み関数である.本 論文では重み関数には次式

の指数型の関数を用いた.

(14)

ここで,ρ=dI/dmI, dI=llχ-χIllである.dmIは 影響半

径であ り,本 論文では,経 験的に評価点か ら三番 目に

近い節点 と評価点の距離に,ス ケー リングファクタを

掛 けた値 を用 いている.こ のスケー リングファクタにFig. 1 An interface crack between dissimilar anisotropic media
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は,大 体3.0～45に とっておけば解析精 度が保たれ る

ことを確認 している.ま た,cは 重み関数 を制御す る

変数でc=0.50と した.式(13)か ら未定係数a(χ)を決

定す ると,式(12)は 次式のよ うになる.

(15)

近似関数 φI(χ)は次式か ら得 られる.

(16)

(17)

(18)

界面に近い評価点の変位場 を近似する場合は,影 響半

径内の節点で界面をまたいでいるものを除外 して計算

している.こ うすることで界面での変位勾配の不連続

を取 り扱 うことができる.

3.2　 三次元熱弾性問題のM積 分2章 で述べ

た とお り,異 方 性異種材界面き裂の場合,荷 重条件が

単一モー ドであっても,応 力拡大係数は混合モー ド状

態 とな り,モ ー ド分離が必要 となる.Yau and Wang(4)

は,応 力拡大係数の重ね合わせの原理 とJ積 分を利用

した,混合モー ドき裂のモー ド分離 を行 うM積 分を,

異種材界面き裂に適用 した.本 論文では このM積 分

を三次元異種材界面き裂の熱弾性問題に適用した 以下

にその概略を示す.

三次元熱弾性問題のJ積 分は次式のように定義され

る(12).

(19)

ここで,Γ はき裂前縁に垂直な平面上でき裂先端 を囲

む経路,Ω は上記平面上で Γで囲まれ る面領域 を示

す.ま た,Weは 弾 性ひずみエネルギー密度,n1は Γ

上での法線ベク トルの χ1方向成分,Tiは Γ 上に作用

する表面力ベク トル, ui, σijはそれぞれ変位,応 力.αij,

〓はそれぞれ線膨張係数 温度を示す.

解析対象に,あ らかじめ変位,応 力,応 力拡大係数

が既知な平面ひずみ状態にある解を重ね合 わせ ること

を考える.解 析対象 を状態(1),重 ね合 わせ る既知の

解 を状態(2),両 者を重ね合わせた状態を(1+2)と する

と,状 態(1+2)の 任意の点の変位,応 力,応 力拡大係

数に次のような重ね合わせの原理が成 り立っ.

(20)

したがって,式(8)よ り状態(1+2)の エネル ギー解放率

は次のよ うになる.

(21)

これを変形すると次式が得 られる.

(22)
こご で,

(23)

式(22)に お いて,左 辺 のE,K(2)は 既 知 であ る ので,3

つ の独 立 した既 知 の解 を解 析 対 象 に重 ね合 わせ る こ と

に よ って,式(23)のM積 分 値 よ りK(1)を 求 め る こ と

が で きる.例 えば,重 ね 合 わせ る既 知 の解 と して,異

方 性異 種材 界 面 き裂 の漸 近解 を用 い る場 合 を考 え る.

この 漸 近 解 に つ い て,既 知 の 解(a)[KII(2)=1,KI(2)=

0,K(2)III=0], (b)[K (2)II=0,K(2)I=1,K(2)III=0], (c)[K(2)II=0,

K(2)I=0,K(2)III=1]の場合 を重 ね合わせ ると,式(22)よ り,

次式 の連 立1次 方程 式 を求 め るこ とがで き る.

(24)

これ を解 くこ とで,解 析対 象 の応 力拡 大係 数KII(1),

KI(1),KIII(1)が得 られ る.実 際の解析では,桁 落 ちが生

じないよ うに,適 当な大きさの応力拡大係数の値 を重

ね合わせる漸近解に用いる.
Fig. 2 Schematic of the J-integral in a three-dimensional body.
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4.　解析結果

3章 で述べた解析手法の有効 性を検討 するため,図

3に 示すよ うな,半 径aの 円形領域のみを接合 した異

種材接合体について,全 体 を20℃ 一様冷却 した場合

(Sample 1)と,X軸 方向に-0.1℃/mmの 一様温度勾

配 をもたせた場合(Sample 2)の き裂の応力拡大係数

を解 析した.材 料の組合せは,表1に 示す ような材料

定数(3,13,14)を使 い,表2の 組合せについて解析を行っ

た.AragoniteとTopazは 直交異方 性材料,GSOは 単

斜晶材料である.有 限要素法解析は,対 称条件を考慮

した1/2モ デルでa=10mmと し,20節 点アイ ソパラ

メ トリック要素を用いて,汎 用コー ドMarcで 行った.

解の収束性を確認するため表3に 示す ような有限要素

分割の精粗の異なる3種 類のメッシュを使用 した.

以上のような条件で,ま ずMesh 1を 用いて,M積

分の経路独立性 を調べた.図3に 示す き裂前縁 〓=

22.5°の位 置において,境 界条件 をSample 1,材 料の

組合 せをCase 2と した ときの,解 析結果の積分経路

半径による変化を図4に 示 した.図4の 結果か ら,積

分経路半径r=1.5mm以 上では,経 路独立性が成立 し

てい ることがわかる.こ の半径は,き 裂先端周 りの最

小有限要素サイズが リガメン ト半径aに 対 して1/20

であるMesh 1で は,最 小要素 サイズの3倍 以上の距

離に対応する.

つぎに,〓=22.5°, 90°, 1575°の各点において,各 要

素分割 により求めたエネルギー解放率 と応力拡大係数

を表4～7に 示す.こ れ より,どのケースについて も,

要素分割が細か くなるにつれて,値 が収束 していって

Sample 1

Sample 2

いるのがわかる.こ れ らの結果をもとに,Mesh 1を

用いて,き 裂前縁 に沿った応力拡大係数の解析結果 を

図5～8に 示す.こ れ より,熱 応力問題 の特徴 である

せん断モー ド(モ ー ドII,III)支 配の傾 向が見 られ,

異方性の影響 によ り,き 裂先端での性質がき裂前縁の

位置によって大きく変化 していることがわかった.

また,Mesh 1を 用いて本 手法に より得 られ た応力

拡大係数 を,式(9),(10)の き裂先端近傍の応力 ときFig. 3 An external circular interface crack between dissimilar 
anisotropic materials subjected to thermal stress.

Tbble 1 Elastic Stiffness Cij (GPa) and CIE αij(10-6/℃)

Table 2 Material combinations for thermoelastic analyses.

Table 3 Finite Element meshes for thermoelastic analyses.

Fig. 4 The relationship between the SIFs and the path radius.
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裂 開 口変位(Crack Opening Displacement: COD)の 漸

近 解 に代入 し,そ の分布 を求 めた.こ れ をMesh 3を

用 い て有 限要 素法 に よ り直接 得 られ た応 力値 ・開 口変

位 の分布 と比 較 した もの を,図9～12に 示 した.な お,

Sample 1に 関 してはCase 2の 結 果 を,Sample 2に 関

してはCase 1の 結 果 を示 して い る.図9,10に おい て

は,図3に お ける き裂 前縁 〓=22.5°, 90°, 157.5°の3点

で の き裂 前方 界面 上 の応 力 を示 した.ま た,参 考 のた

Table 4 Calculated stress intensity factors (Case 1- Sample 1).

Table 5 Calculated stress intensity factors (Case 2 - Sample 1).

Table 6 Calculated stress intensity factors (Case 1- Sample 2).

Table 7 Calculated stress intensity factors (Case 2 - Sample 2).

Fig. 5 SIFs distributions along the crack front for Case 1 in Sample 1.

Fig. 6 SIfs distributions along the crack front for Case 2 in Sample 1.

Fig. 7 SIFs distributions along the crack front for Case 1 in Sample 2.

Fig. 8 SIFs distributions along the crack front for Case 2 in Sample 2.
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(a)ψ=22.5°

(b)ψ=90.0°

(c)ψ=157.5°

(a)ψ=22.5°

(b)ψ=90.0°

(c)ψ=157.5°

Fig. 9 Distributions of stress in the vicinity of an interface crack 

tip obtained by the asymptotic solution with calculated stress 
intensity factors and obtained by the FEM directly, for Case 2 in 

Sample 1 (A.S.: Asymptotic Solution).

Fig. 10 Distributions of stress in the vicinity of an interface crack 
tip obtained by the asymptotic solution with calculated stress 

intensity factors and obtained by the FEM directly, for Case 1 in 
Sample 2 (A.S.: Asymptotic Solution).
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(a)ψ=22.5°

(b)ψ=90.0°

(c)ψ=157.5°

(a)ψ=22.5°

(b)ψ=90.0°

(c)ψ=157.5°

Fig. 11 Distributions of the COD in the vicinity of an interface 

crack tip obtained by the asymptotic solution with calculated 
stress intensity factors and obtained by the FEM directly, for 

Case 2 in Sample 1 (A.S. : Asymptotic Solution).

Fig. 12 Distributions of the COD in the vicinity of an interface 
crack tip obtained by the asymptotic solution with calculated 

stress intensity factors and obtained by the FEM directly, for 
Case 1 in Sample 2 (A.S.: Asymptotic Solution).
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め,均 質体中き裂のr-1/2応力特異性の傾 きを示 してい

るが,界 面き裂は,rに よって応力比が変化するr-1/2+iε

特異 性を示すため,そ の傾 きもrに よって比を変 えな

が ら変化する.図9,10よ り,Case2の 〓=90°での面

外せん断応力 σ23以外 は,漸 近解 と有限要素法解がよ

く一致 してお り,本 手法によ り得 られた応力拡大係数

の値が妥当であることを示 している.Case 2の 〓=90°

での σ23に関 しては,そ のオーダーが非常に小 さく,

r>0.1mmの 領域 では,特 異項以外の項の影響が現れ

てい るため,有 限要素法解が漸近解 と一致 しない結果

になっている.ま た,図11,12に は,き 裂開 口変位の

χ1,χ2,χ3方向成分 Δu1, Δu2, Δu3を示 した.こ れ より,変

位 に関 して も漸近解 と有限要素法解がよく一致 してい

るのがわかる.た だし,Case 2の 〓=90°での結果に

関 しては,応 力場の結果 と同様 に,変 位のオーダーが

非常に小 さく,有 限要素法解に特異項以外 の項の影響

が現れている.

5.　結 言

熱応 力下の三次元異方 性異種材界面 き裂 の応力拡大

係数を解析す る手法 を開発 した.こ の手法 を,界 面に

外側円形き裂 をもつ三次元接合体について,一 様温度

変化 と一様温度勾配 を与えた問題に適用 し,そ の解析

精度を検証 した.そ の結果,要 素分割の精粗による解

の収束 性を確認 し,ま た漸近解 と有限要素法解の応力

場 ・変位場が一致 していることを確認 した.こ れ らの

事実より,本 手法 を用いることで,熱 応力問題 に関 し

て も応力拡大係数 を精度 良く求め られることが確認で

きた.

また,本 手法では,移 動最小 自乗法 とM積 分を用

いることで,汎 用有限要素法コー ドの解析結果の節点

データだけを入力データとして簡便 に解析を行 うこと

ができる.

本研 究の一部 は,日 本学術振興会科学研究費補助金

の援助 により行 われた.記 して感謝す る.
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