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三次元異方性異種材接合角部の特異応力場解析 

Development of the singular stress analyses for three-dimensional interfacial corners 

 
 

Abstract 
We proposed a new technique to analyze the asymptotic solution around a three dimensional interface corners. We analyzed 
the scalar parameters of the asymptotic solutions using the H-integral, which is a conservative integral, in conjunction with 
the finite element analysis. Singular orders of these three-dimensional corners were obtained using the finite element method 
for the eigen analysis. If λ is an eigen value of a three dimensional corner, –λ–1 is also an eigen value. Complementary eigen 
values and eigen vectors are used for the H-integral analysis to obtain the scalar parameters. If we select the eigenvalue, –λ–1, 
as the complementary eigenvalue for the H-integral, the H-integral corresponds with a scalar parameter of the asymptotic 
solution. We proposed the normalization of the eigenvalues for defining the obtained scalar parameters as the unique values. 
We demonstrate that the obtained asymptotic solutions correspond well with the stress field obtained by the finite element 
analyses around three-dimensional interface corners. 
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1.	 緒	 	 	 言 

近年，携帯電話やノートパソコンなどの電子機器は小型で軽量，かつ高性能なものの開発が行われている．こ

のような電子機器に組み込まれる電子デバイスなども小型化が実現されているが，これらの小型化は多種多様な

性質の材料を限られた小さな範囲に積層する技術により達成されている．これら電子デバイスのように，性質の

異なる材料を積層することで有用な働きを持たせている構造物などには多くの接合界面が生じ，その接合角部に

は材料定数の違いにより特異応力場が発生する．接合角部は，き裂が発生するなど破壊の起点となることがある

ため，接合角部での強度信頼性や破壊の挙動評価のためにも接合角部における特異応力場の評価手法の確立が求

められている． 
これまで，異種材接合角部の特異応力場の研究は，多くの研究者によって行われてきた．William は，固有値
展開法を用いて，均質体中の鋭い Vノッチ周りの応力場の特異性固有値と固有関数を求め(Williams, 1952)，これ
をき裂周りの応力場にまで拡張して議論している(Williams, 1957)．実際の応力場を明らかにするには，Williamの
固有値展開法による式のスカラーパラメーターや応力拡大係数を求めることが必要である．Sternら(Sterm et al., 
1976)や Sinclairら(Sinclair et al., 1984)は，Bettiの相反定理に基づいた H-integralによって，均質体中のき裂の応力
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拡大係数を求めている．Carpenter は，H-integral を用いて，任意の開き角の V ノッチの応力拡大係数を求めた
(Carpenter, 1984)．異方性材料の接合角部の特異性指数については，Labossiereらが H-integralを用いて，異方性異
種材接合角部のスカラーパラメーターを求めた (Labossiere and Dunn, 1999)．さらに Hwuらが Key Matrixを提唱
し，多種の異方性材料が接合された接合角部の特異性固有値と固有関数を解析的に求められるようになった 
(Hwu et al., 2003)．Hwuらはさらに H-integralを用いて機械的荷重下の異方性異種材接合角部のスカラーパラメー
ターを求めるだけでなく，異種材接合角部からき裂までを統一的に示す応力拡大係数の定義を提案した (Hwu and 
Kuo, 2007)．野村らは，熱応力と機械的荷重が共に負荷される場合のスカラーパラメーターを H-integralを改良し
て求め，Hwuらの提唱した応力拡大係数のより実用性の高い定義を提案した (Nomura et al., 2009)．また，接合角
部近傍で平面ひずみとみなせるような疑似３次元問題の応力拡大係数の解析を行った (Nomura et al., 2010)． 
しかし，実際の破壊現象では完全な 3次元角部，接合角部のエッジ部分のような角部からの破壊が問題となる
ことも多く，こういった 3次元角部での応力集中の評価手法の確立が求められている．完全な３次元接合角部の
特異性固有値と固有関数を求める手法は，Pegeauらによって，有限要素法を用いた固有値解析手法として数値的
に解析する手法が提案されている (Pegeau et al., 1995)．この手法は古口らによって，境界要素法にも適用された 
(Koguchi and Muramoto, 2000)．著者らは，前報(池田他, 2013)において，有限要素法解析を用いて三次元接合角部
の特性応力場の固有値解析を行い，H-integral法を用いてスカラーパラメーターを解析し，応力の漸近解を求める
方法を提案した．H-integral法によってスカラーパラメーターを求めるには，適切な補助解を選ぶ必要がある．２
次元問題においては，対象とする問題の特異性固有値が λのとき，–λもまた特異性固有値の一つになることを利
用して，H-integral がスカラーパラメーターに一致するように–λ を補助解に選択した．２次元問題においては，
Wuらによって特異性固有値が λのとき，–λもまた特異性固有値の一つになることが解析的に示されている(Wu et 
al., 1993)．古口らは，三次元問題においては，H-integralに用いる補助解の特異性指数は 3–λに設定することが有
効であるとして，固有値が単一の実数解である場合のスカラーパラメーターを求めた(Luangarpa and Koguchi, 
2014)．本研究では，２次元問題で用いた手法を３次元問題に拡張して，固有値とスカラーパラメーターが複数あ
る場合に，それぞれのスカラーパラメーターを H-integral により求めることができることを半解析的な方法で証
明した．古口らと著者らの漸近解の定義の違いにより，著者らの漸近解と定義では–λ–1を補助解にとったが，こ
れは古口らの補助解の特異性指数 3–λ と本質的に同じである．本研究では，–λ–1 を補助解にとることにより，
H-integralの値が複数のスカラーパラメーターに収束することを理論的に考察した．また，前報(池田他, 2013)にお
いては，固有値を求める有限要素分割数を変化させると固有関数とスカラーパラメーターが変動するなどの問題

が見られた．これは，求めた固有関数がスカラー乗倍の無数の解を持つことに起因しており，固有関数を正規化

する定義を導入することで，一意的にスカラーパラメーターを求められることを示す．これにより，求めたスカ

ラーパラメーターを破壊の支配パラメーターに結びつけることが容易になることが期待できる． 
 

2.	 解析理論 

2・1	 特異応力・変位場 
Williamsの固有値展開法(Williams, 1952, 1957, Labossiere and Dunn, 1999, Banks-Sills and Ishbir, 2004, Munz et al., 

1993)によれば角部の特異点を原点として，特異点からの距離を rとすると角部近傍の応力，変位は次式のように
表すことができる． 
 

 （1） 

	

σ ij
k = Cmr

λm−1 fij
mk θ,φ( )

m=1

N

∑

ui
k = Cmr

λmgi
mk θ,φ( )

m=1

N

∑

2
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Fig. 1  Definition of the element geometry and the polar coordinates around a three-dimensional singular point. 

 
ここで， Cmはスカラーパラメーターと呼ばれる定数値であり，後述する H-integralによって求められる．また，
λmは特異性固有値，fijmk(θ,φ), gi

mk(θ,φ)は特異性固有値に対応する固有関数で，これらは 2つの材料の材料定数と角
部の形状を表す角度から決定され，負荷条件には依らない． 

 
2・2	 特異性指数解析 
本研究では特異性指数と固有関数を Pageauら(Pageau and Biggers, 1995)が提案する方法によって求めた．点 o
の特異点周りの領域を図 1のような要素に分割すると要素内のある点での変位u は次のように表せる． 
 

u = ρλ Ωiui
i=1

n

∑⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

ρ = r / r0

	 (2) 

	

ここで，nは節点数で本研究では 8節点要素を用いたので n=8である．rは要素内点までの距離，r0は要素の半径，
uiは節点での変位，Ωiは内挿関数である．この要素に仮想仕事の原理を用いることで以下の式が導ける．	

 

 （3） 

	

式（3）は以下の式（4）のように変形することができ，式（4）の固有値問題を解くことで固有指数 λが得られる．	
 

 （4） 

	

実際には，次式のように変形し，疎行列の一般化固有値分解として解析した．	

 

λ 2 A[ ]+λ B[ ]+ C[ ]( ) U{ }= 0

0 I
−A−1C −A−1B

"

#
$
$

%

&
'
'

V
U

(
)
*

+*

,
-
*

.*
= λ V

U

(
)
*

+*

,
-
*

.*

3



Koga, Taguchi, Koganemaru, Ikeda and Miyazaki, Transactions of the JSME (in Japanese), Vol.83, No.845 (2017)

© 2017 The Japan Society of Mechanical Engineers[DOI: 10.1299/transjsme.16-00382]

 （5） 

	

このとき，Uより得られる各要素の節点変位をuiとするとき， gi
mk (θ ,φ)を次式のように設定する． 

gi
mk (θ ,φ) = Ωiui

i=1

n

∑⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 (6) 

このとき， fij
mk (θ ,φ)は，次式で示される． 

fij
mk (θ ,φ) = D[ ] (λmBia + Bib )ui

i=1

n

∑⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 (7) 

 
ここで，Dは弾性マトリックスBa と Bb は変位-ひずみマトリックスの一部であり，k は各材料を示している.  

しかし，固有関数はスカラー数倍の無数の解を持つため，後述する H-integralによって得られるスカラーパラメ
ーターも無数の解を持つことになる．そこで一義的にスカラーパラメーターを求めるために，次式を満たすよう

に節点変位を正規化した．この正規化した節点変位を用いることで，計算により一義的にスカラーパラメーター

を得ることを可能にした．前報(池田他,	2013)において，有限要素分割数によってスカラーパラメーターが変動

した原因もこの正規化を行わなかったことに起因することが判明した．	

 

gi
mk (θ ,φ)

2
dS∫

γ dS∫
= 1   （8） 

	

ここで，γは任意の正規化定数である． 
	

2・3	 H - integral 
Bettiの相反定理に基づき，特異点を含まない弾性体中の任意の領域 Vに対して，次式が成り立つ．  

 

σ ijε ij
∗ −σ ij

∗ε ij( )dV
V∫ = 0

 （9） 

	

ここで，σij,	εiは第一の応力とひずみ，σij*,	εi*は第二の応力とひずみである． Gaussの発散定理により，次式が
得られる．	

 

(σ ijε ij
* −σ ij

*ε ij )V∫ dV = (σ ijui, j
* −σ ij

*u i, j )V∫ dV

= (σ ijui
* −σ ij

*ui )njS∫ dS = 0  (10) 

 
ここで，Sは Vを囲む面である．また，*の付いていない σijと uiは第 1番目の応力と変位であり，以下解析対象
とする．一方で，*の付いた σ*

ijと u*
iは第 2番目の応力と変位であり，以下補助場とする．次に，図 2の特異点 o
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まわりに特異点を囲むような領域を考える．図 2に示すように Srは特異点 oからの距離 rである球面，Sεは特異
点 oからの距離 εである球面，S1, S2, S3は自由表面を示している．S1, S2, S3上で補助場も自由表面の境界条件をと

るように選択すると，積分値は 0となる．そのため，Srと Sεが残り，次式が得られる． 
 

(σ ijui
* −σ ij

*ui )njSr∫ dS + (σ ijui
* −σ ij

*ui )njSε∫ dS = 0
 (11)

 

 
次に Sε’として Sεの反対側，つまり反対向きの法線ベクトルを持つ面を考えると，式(9)は次式のようになる． 
 

(σ ijui
* −σ ij

*ui )nj′Sε∫ dS = (σ ijui
* −σ ij

*ui )njSr∫ dS
 (12) 

 
また，参照解は解析対象と同じ境界条件を満たす補助場である．ここで，λが固有値であれば–λ–1も固有値であ
ると仮定し，式（1）に λ = –λ–1を代入したものを参照解とした．λが固有値であれば–λ–1も固有値であること
は，後述するように数値的に確認した．次式に参照解を示す． 
 

σ ij
k* = Cm

* r−λm−2 fij
mk*(θ ,φ)  

ui
k* = Cm

* r−λm−1gi
mk*(θ ,φ)  (13) 

 

ここで，
fij
mk*(θ ,φ)

と
gi
mk*(θ ,φ)

は，式(5)を解いた際に固有値–λ–1に対応した固有ベクトルを式(6), 式(7)に適用し

て求める．このとき，式(10)の左辺は m=Iを選ぶとき，次式で示される． 

H I = limε→0 (σ ij
kui

k* −σ ij
k*ui

k )njε
2 sinθ dθ dφ∫∫

= lim
ε→0

(σ rrur
∗ +σ rθuθ

∗ +σ rφuφ
∗ −σ rr

∗ ur −σ rθ
∗ uθ −σ rφ

∗ uφ )nrε
2 sinθ dθ dφ∫∫

= lim
ε→0

(CICI
∗( frr

I (θ ,φ)gr
I∗(θ ,φ)+ frθ

I (θ ,φ)gθ
I∗(θ ,φ)+ frφ

I (θ ,φ)gφ
I∗(θ ,φ)∫∫

− frr
I∗(θ ,φ)gr

I (θ ,φ)− frθ
I∗(θ ,φ)gθ

I (θ ,φ)− frφ
I∗(θ ,φ)gφ

I (θ ,φ))

+CIICI
∗ε λII −λI ( frr

II (θ ,φ)gr
I∗(θ ,φ)+ frθ

II (θ ,φ)gθ
I∗(θ ,φ)+ frφ

II (θ ,φ)gφ
I∗(θ ,φ)

− frr
I∗(θ ,φ)gr

II (θ ,φ)− frθ
I∗(θ ,φ)gθ

II (θ ,φ)− frφ
I∗(θ ,φ)gφ

II (θ ,φ))

+CIIICI
∗ε λIII −λI ( frr

III (θ ,φ)gr
I∗(θ ,φ)+ frθ

III (θ ,φ)gθ
I∗(θ ,φ)+ frφ

III (θ ,φ)gφ
I∗(θ ,φ)

− frr
I∗(θ ,φ)gr

III (θ ,φ)− frθ
I∗(θ ,φ)gθ

III (θ ,φ)− frφ
I∗(θ ,φ)gφ

III (θ ,φ))

+CIVCI
∗ε λIV −λI ( frr

IV (θ ,φ)gr
I∗(θ ,φ)+ frθ

IV (θ ,φ)gθ
I∗(θ ,φ)+ frφ

IV (θ ,φ)gφ
I∗(θ ,φ)

− frr
I∗(θ ,φ)gr

IV (θ ,φ)− frθ
I∗(θ ,φ)gθ

IV (θ ,φ)− frφ
I∗(θ ,φ)gφ

IV (θ ,φ)))nr sinθdθdφ

 (14) 

 
参照解に–λ–1を選ぶことで，微小項の ε2が相殺されて，積分値が 0でない有限値となる．ここで，積分は球面上
に行っているので，法線ベクトルの半径方向成分 nrは，nr=1である．また， 
 

( fij
lk (θ ,φ)gi

mk*(θ ,φ)− fij
mk*(θ ,φ)gi

lk (θ ,φ))sinθ dθ dφ = 0∫∫ l ≠ m
  (15) 
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Fig. 2  Domain and boundary surfaces for the H-integral. 
 

 
と仮定すると次式が成り立つ．式(15)が正しいことを解析的に証明することは難しく，実際の解析例で数値的に
示す． 
 

HI = limε→0 CICI
∗( frr

I (θ ,φ)gr
I∗(θ ,φ)+ frθ

I (θ ,φ)gθ
I∗(θ ,φ)+ frφ

I (θ ,φ)gφ
I∗(θ ,φ)∫∫

− frr
I∗(θ ,φ)gr

I (θ ,φ)− frθ
I∗(θ ,φ)gθ

I (θ ,φ)− frφ
I∗(θ ,φ)gφ

I (θ ,φ))sinθdθdφ   (16) 

 
 Cm

*を次式の様に設定する． 
 

1
Cm

∗ = fij
mk θ ,φ( )gimk∗ θ ,φ( )− fij

mk∗ θ ,φ( )gimk θ ,φ( )( )∫∫ sin θ( )dθdφ
 (17) 

	

このように Cm
*を設定することにより，m=Iのとき，HI= CIとなる．また，m= II, III, IVの場合も補助場に–λII–1, 

 –λIII–1, –λIV–1を代入して，式(14)と同様の式展開を行うことで，Hm=Cmとなる．このとき，式(12)より，H-integral
の値は角部先端を囲むような次式の Sr上の積分を行うことにより求められる．Srは特に球面上を積分する必要は

無いが，本論文の例では，固有値解析に用いた図 1の有限要素をそのまま用いて，一定半径の部分球上を積分し
た． 
 

H = (σ ijui
* −σ ij

*ui )njSr∫ dS
 (18) 

 
H-integralの積分では，実応力と変位を通常の有限要素解析により求め，補助解には式(5)より求めた補助解の固有
値–λ–1とそれに対応した固有ベクトルより，式(6)(7)(13)を用いて求めた ui

*と σi
*を用いた． 

 

3.	 解析結果 

	 3・1	 異種材接合角部 I 

	 解析モデルとして図 3に示すような接合体に一様引張り σxx
0を加えた場合を考える．このモデルについて，以

下 2種類の解析を行った．モデル形状は，W = T = 2.0 mm，w = t = 1.0 mm，及び L = 1.0 mmとした．	

	 3・1・1	 材料がともに等方性材料の場合 

	

6
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Fig. 3  Schematic of an analysis model (Model I). 

	 	

Table 1  Material properties of materials 1 and 2 in Fig. 3 (Model I, Isotropic). 

Material 1 2 

Young’s modulus E (GPa) 0.726 72.6 

Poisson’s ratio Ν 0.3 0.3 

	

Table 2  Obtained eigenvalues (FE Elements in Fig. 1= 2000, Model I, Isotropic). 

 λIII
* λII

* λI
*  λI λII λIII 

Eigenvalues -1.9983 -1.9969 -1.6198 -1.0001 0.6198 0.9969 0.9983 

 
Table 3  Obtained scalar parameters (H-integral meshes = 2000, Model I, Isotropic). 

(N•mm-1-λ) CI CII CIII 

Scalar parameter 10.7743 -0.0014 2.2217 

	

Table 4  Integrated values of Eq. (13) (H-integral meshes = 2000, Model I, Isotropic). 

Elements l = I, m = II l = I, m = III l = II, m = I l = II, m = III l = III, m = I l = III, m = II 

2000 1.920×10-9 1.487×10-8 2.253×10-9 6.375×10-6 5.452×10-9 2.388×10-6 

	

	 材料 1，2ともに等方性材料の接合体を考え，一様引張り σxx
0 = 50.0 MPaを加えた場合の接合角部の漸近解の解

析を行った．用いた材料定数を表 1に，固有値分解の結果として求めた特異性指数を表 2に，H-integralによって
求めたスカラーパラメーターを表 3にそれぞれ示す．特異性指数 λmには，0<λm<1の範囲で値の小さいものから
順に m = I, II, III, …と番号付けをし，スカラーパラメーターCmも特異性指数に対応するように m = I, II, III, …と番
号付けを行っている．特異性指数には，–2<λm

*≤–1の範囲のものも示した．表 2に示すように λが固有値のとき，
–λ–1も固有値であることがわかる．これらの解析値は，固有値解析とのための有限要素数と H-integralのための
積分要素数が共に 2000のものであり，式（8）では γ= 0.001としている．また，H-integralの積分半径は最小メッ
シュサイズの 10倍程度である r = 0.015 mmとした．図 3中の φ = π/4, θ = 5π/12の位置での式(1)より求められる
漸近解と FEMの結果を図 4に示す．図 4より，特異点に非常に近いところでは FEM結果が誤差を含むので一致
しなくなるということを除けば，漸近解と FEMがよく一致しており，精度よくスカラーパラメーターの計算を
行えていると考えられる． 
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Fig. 4  Distributions of stresses at φ = π/4, θ = 5π/12 with the distance from a singular point  

(H-integral meshes = 2000, Model I, Isotropic). 

 

 
Fig. 5  Obtained singular eigenvalues with the number of FE elements in Fig. 1 (Model I, Isotropic). 

 
	 また，式（15）の積分値を計算すると，表 4 に示すようにほぼ 0 とみなせる値であることがわかり，式(15)が
成立することを間接的に示している．	

	 さらに，固有値解析に用いた有限要素数と特異性固有値の関係を図 5に，H-integralに用いた積分要素数とスカ
ラーパラメーターとの関係を図 6に示した．これより，固有値解析の有限要素数を増やしても，得られた特異性
固有値やスカラーパラメーターの値が変化せず安定した計算が行えていることがわかる．また，図 7に H-integral
の経路独立性を示した．これより，経路独立性も成り立っていることがわかる． 

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

250

300

0.001 0.01 0.1

St
re

ss
 (M

Pa
)

Distance from a singular point (mm)

FEM
σrr
σθθ
σφφ
σrθ
σrφ
σθφ

σrr
σθθ
σφφ
σrθ
σrφ
σθφ

Asymptotic Sol.

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

0 500 1000 1500 2000 2500

Si
ng

ul
ar

 e
ig

en
 v

al
ue

s

Number of element

λI
λII
λIII

8



Koga, Taguchi, Koganemaru, Ikeda and Miyazaki, Transactions of the JSME (in Japanese), Vol.83, No.845 (2017)

© 2017 The Japan Society of Mechanical Engineers[DOI: 10.1299/transjsme.16-00382]

 
Fig. 6  Obtained scalar parameters with the number of H-integral meshes (Model I, Isotropic). 

 

 
 

Fig. 7 Path independency of scalar parameters with the radius of H-integral (Model I, Isotropic, H-integral meshes=2000). 

	 	

	 3・1・2	 直交異方性材料と単斜晶材料の接合体の場合 

	 図 3中の材料 1として直交異方性材料，材料 2として単斜晶材料を仮定した．一様引張り σxx
0 = 50.0 MPaとし

た．用いた材料定数を表 5に，固有値分解の結果として求めた特異性指数を表 6に，H-integralによって求めたス
カラーパラメーターを表 7にそれぞれ示す．特異性指数 λmには値の小さいものから順に m = I, II, III, …と番号付
けをし，スカラーパラメーターCmも特異性指数に対応するように m = I, II, III, …と番号付けを行っている．これ
らの解析値は，固有値解析と H-integralのための有限要素数が 2000のものであり，式（8）の γも γ= 0.001とした．
また，H-integralの積分半径は最小メッシュサイズの 10倍程度である r = 0.015 mmとした．ここでも，λmが固有

値のときに，–λm–1も固有値となっており，表 8に示した式(15)の値もほぼ 0となっている．図 3中の φ = π/4, θ = 
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π/4の位置での式(1)より求められる漸近解と FEMの結果を図 8に示す．図 8より，特異点に非常に近いところ
では FEM結果が誤差を含むので一致しなくなるということを除けば，漸近解と FEMがよく一致しており，精度
よくスカラーパラメーターの計算を行えていると考えられる．	

	 等方性材料の組み合わせの場合と同様に，固有値解析と H-integralに用いた有限要素数と特異性固有値の関係
を図 9に，スカラーパラメーターとの関係を図 10に示した．これより，固有値解析の有限要素数を増やしても，
得られた特異性固有値やスカラーパラメーターの値が変化せず安定した計算が行えていることがわかる．また，

図 11に有限要素数 2000の場合の求めたスカラーパラメーターの経路独立性を示した．この場合も，H-integral
の経路独立性はほぼ成立していることがわかる． 
	

10

	

Table 5  Material properties of materials 1 and 2 in Fig. 3 (Model I, Anisotropic). 

 Material 1 (Aragonite: Orthotropic) Material 2 (GSO: Monoclinic) 

C11 (GPa) 160 223 

C12 (GPa) 36.6 108 

C13 (GPa) 1.97 98.5 

C15 (GPa) 0 8.4 

C22 (GPa) 87 150 

C23 (GPa) 15.9 102 

C25 (GPa) 0 33.3 

C33 (GPa) 85 251 

C35 (GPa) 0 -6 

C44 (GPa) 41.3 78.8 

C46 (GPa) 0 6.6 

C55 (GPa) 25.6 68.8 

C66 (GPa) 42.7 82.7 

 
Table 6  Obtained singular eigenvalues (FE Elements in Fig. 1= 2000, Model I, Anisotropic). 

 λIII
＊ λII

＊ λI
＊  λI λII λIII 

Eigenvalues -1.9275 -1.8385 -1.4879 -1.0000 0.4879 0.8385 0.9275 

	

Table 7  Obtained scalar parameters (H-integral meshes = 2000, Model I, Anisotropic). 

(N•mm-1-λ) CI CII CIII 

Scalar parameter 0.0463 -0.1024 0.5272 

	

Table 8  Integrated values of Eq. (13) (H-integral meshes = 2000, Model I, Anisotropic). 

Elements l = I, m = II l = I, m = III l = II, m = I l = II, m = III l = III, m = I l = III, m = II 

2000 6.551×10-7 1.299×10-7 3.344×10-7 7.878×10-7 7.664×10-7 4.003×10-7 
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Fig. 8  Distributions of stresses at φ = π/4, θ = π/4 with the distance from a singular point  
(H-integral meshes = 2000, Model I, Anisotropic). 

 

 
Fig. 9  Obtained singular eigenvalues with the number of FE elements in Fig. 1 (Model I, Anisotropic). 
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Fig. 10  Obtained scalar parameters, CI, CII, CIII, with the number of H-integral meshes  
(Model I, Anisotropic). 

 

 

Fig. 11 Path independency of scalar parameters, CI, CII, CIII, with the radius of H-integral  
(Model I, Anisotropic, H-integral meshes=2000). 

 

	 3・2	 異種材接合角部 II 

	 最後に解析モデルとして図 12に示すような等方性材料の接合体に一様引張り σxx
0 = 5.0 MPaを加えた場合を解

析した．モデル形状は，W = 1.0 mm，L = 1.0 mm，及び t = 1.0 mmとした．用いた材料定数を表 9に，固有値分解
の結果として求めた特異性指数を表 10に，H-integralによって求めたスカラーパラメーターを表 11に示す．ここ
では特異性指数が 1つであることより，スカラーパラメーターも 1つである．これらの解析値は，固有値解析と
H-integralのための有限要素数が 1800のものであり，式（8）の γは γ= 0.001とした．また，H-integralの積分半径
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は最小メッシュサイズの 10倍程度である r = 0.015 mmとした．図 12中の φ = π/4, θ = 3π/4の位置での式(1)より
求められる漸近解と FEMの結果を図 13に示す．図 13より，この場合も特異点に非常に近いところでは FEM結
果が誤差を含むので一致しなくなるということを除けば，漸近解と FEMがよく一致しており，精度よくスカラ
ーパラメーターの計算を行えていると考えられる． 
	 この場合，特異性固有値と対応したスカラーパラメーターが一対しか無いが，固有値解析と H-integralに用い
た有限要素数と特異性固有値の関係を図 14に，スカラーパラメーターとの関係を図 15に示した．ここでも，固
有値解析の有限要素数を増やしても，得られた特異性固有値やスカラーパラメーターの値が変化せず安定した計

算が行えていることがわかる．また，図 16に求めたスカラーパラメーターの経路独立性を示す．この場合も，
H-integralの経路独立性は良好であることがわかる． 
 

	
Fig. 12  Schematic of an analysis model (Model II). 

	

	

Fig. 13  Distributions of stresses at φ = π/4, θ = 3π/4 with the distance from a singular point (Model II, H-integral meshes = 1800). 
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Table 9  Material properties of materials 1 and 2 in Fig. 12 (Model II). 

Material 1 (Si) 2 (Resin) 

Young’s modulus E (GPa) 166 2.74 

Poisson’s ratio ν 0.26 0.38 

	

Table 10  Obtained eigenvalues (Model II, Fe elements in Fig. 1 = 1800). 

 λI
*  λI 

Eignenvalues -1.6046 -1.0000 0.6046 

 
Table 11  Obtained scalar parameter (Model II, H-integral meshes= 1800). 

(N•mm-1-λ) CI 

Scalar parameter -0.4457 

 

 
Fig. 14  Obtained singular eigenvalues with the number of FE elements in Fig. 1 (Model II). 
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Fig. 15  Obtained scalar parameter with the number of H-integral meshes (Model II). 

 

 
Fig. 16 Path independency of a scalar parameter with the radius of H-integral (Model II, H-integral meshes= 1800). 

	

4.	 結	 	 	 言	

本研究では Pageau らによる有限要素解析の手法を用いることで異種材接合角部の三次元角部での特異性指数
の解析を行った．さらにWilliamsの固有値展開法とPageauらによる有限要素解析の手法を組み合わせてH-integral
を行い，スカラーパラメーターの計算を行った．この際に 0 < λ < 1の範囲にある応力が特異性を示す固有値に対
して，–λ–1 を補助解に用いることで，H-integral により有効にスカラーパラメーターを求めることができた．こ
の方法は，基本的に(Luangarpa and Koguchi, 2014) の手法と同様であるが，この論文ではスカラーパラメーターが
単一実数の場合しか求められなかったものを，本研究では複数のスカラーパラメーターを同時に H-integral で計
算する手法に拡張し，その有効性を半解析的に証明した． 
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また，これまで計算により得られたスカラーパラメーターは固有値解析の有限要素数を増やすことで変化して

いたが，式（8）で固有ベクトルを一意的に定義することで，一定値に収束する安定したスカラーパラメーターの
計算を行えることを示した．このことで，スカラーパラメーターを破壊力学パラメーターに結びつける基礎が確

立した．さらに求めたスカラーパラメーターより得られる漸近解を角部近傍を十分に細かく要素分割した有限要

素法より求めた応力場と比較すると，有限要素法の精度が低下すると考えられる三次元角部のごく近傍を除いて，

両者は良く一致しており，求めたスカラーパラメーターの精度の良さを間接的に示している．このように三次元

角部周りの複雑な応力場を数個のスカラーパラメーターで記述できるようになったことにより，三次元角部から

の破壊を定量的に評価するための基礎的な手法が確立できたと考えられる． 
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